
Практична робота №1. Границя функції.  

Дослідження функцій на неперервність 

Мета. Розвинути практичні навички знаходження границь функцій у заданій 

точці і в нескінченості, важливі границі; вміння досліджувати функцію на 

неперервність 

1. Границя функції 

Нехай функція y=f(x)  визначена на множині  fD . Число А називають 

границею функції y=f(x)  в точці x0 , якщо для довільного числа 0  існує 

число 0  таке, що для всіх  fDx , які задовольняють нерівність  00 xx

, виконується нерівність  Axf )( . Записують:   Axf
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Нехай функція y=f(x) визначена на проміжку   ; . Число А називають 

границею функції f(x)  при х , якщо для довільного числа 0  існує таке 

число М>0, що при x>M виконується нерівність  Axf )( . Записують: 
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Нехай 0xх  , при чому 0xх  . Якщо   Bxf  , то В називається лівою 

границею і позначається так   Bxf
xx


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lim . Аналогічно визначається права 

границя функції f(x)  в точці x0. 

2. Основні теореми про границі 

Теорема  (про границю суми, добутку і частки). Якщо кожна з функцій 

f(x) та g(x) має скінченну границю в точці x0, то в цій точці існують також 

границі функцій )()( xgxf  , )()( xgxf  , 
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3. Методи розкриття невизначеностей 

1) Невизначеність виду 



 задана відношенням многочленів. 
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Розв’язання: Розділимо чисельник і знаменник на х у найвищому степені. 

3

1

003

001

11
3

52
1

lim
13

52

lim
13

52
lim

3

32

33

2

3

3

333

3

23

3
























xx

xx

xx

x

x

x

xx

x

x

x

xx

xx

xxx
. 

Приклад 7. 0
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2) Невизначеність виду 
0

0
. 

Для того, щоб розкрити цю не визначеність, треба скоротити множник, 

який робить цю невизначеність. 

Нагадаємо формули: 

   ,21

2 xxxxacbxax   де х1, х2 – корені квадратного рівняння 

,02  cbxax  acbD 42  , 
a
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  bababa  22 ; 

  2233 babababa  ; 

  2233 babababa  . 
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Розв’язання: Розкладемо на множники:  
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  1241218 23  xxxx . Звідси 
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Розв’язання: Домножимо чисельник і знаменник функції на спряжене до 
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3) Невизначеність виду  . 
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4. Важливі границі 

Перша важлива границя: 
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Друга важлива границя: 
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5. Неперервність функції 

Нехай функція f(x) визначена в точці x0 і в деякому околі цієї точки. 

Функція y=f(x) називається неперервною в точці x0, якщо границя функції і її 

значення в цій точці рівні, тобто    0
0
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Функція y=f(x), буде неперервною в точці x0, тоді і тільки тоді, коли 

виконуються такі умови:  

1) функція визначена в точці x0 і в деякому околі цієї точки;  

2) існує границя  xf
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 Поняття неперервності можна визначити за допомогою границь зліва і 

справа. Часто зустрічається поняття односторонньої неперервності.  

Функція f(x) називається неперервною в точці x0, зліва, якщо вона 

визначена на пів інтервалі  00 ; xx  , де 0  і    0
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називається неперервною в точці x0 справа.  

Функція y=f(x) буде неперервною в точці x0 тоді і тільки тоді, коли вона 

визначена в деякому околі точки x0 і      xfxfxf
xxxx 0
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

  

Якщо хоча б одна з цих умов не виконується, то функція називається 

розривною в точці x0, а сама точка x0 називається точкою розриву. 

Види розривів:  
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точці х0 можна довизначити функцію    000  xfxf .  

в) Якщо хоча б одна з односторонніх границь у формулі не існує або 

дорівнює нескінченності, то розрив в точці х0 називається розривом ІІ роду. 
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Стрибок функції в точці х=2 дорівнює 1. 
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Приклад19. Дослідити на неперервність функцію   1
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Функція не визначена в точці х=-1, тому функція в цій точці розривна. Щоб 
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Отже х=-1 є точкою розриву другого порядку. 

Теорема. Якщо функція f(x) і g(x) неперервні в точці х0, то в цій точці 

неперервними є функції    xgxf  ;    xgxf  ; 
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6. Асимптоти 

1. Вертикальні асимптоти 



Пряма х=х0 називається вертикальною асимптотою до графіка функції 

у=f(x), якщо хоч одна з границь  xf
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2. Горизонтальна асимптота 

Пряма у=А називається горизонтальною асимптотою графіка функції 
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Приклад 22. Знайти асимптоти до графіка функції 
х
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Розв’язання.  

1) Знаходимо вертикальні асимптоти: х=0 – точка розриву ІІ роду даної 

функції і у  при 00х , у  при 00х  отже, вісь ординат 
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Отже, горизонтальних асимптот немає. 

3) Знаходимо похилі асимптоти: 
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похилою асимптотою. 

 

 

  



Контрольні питання 

1. Дайте означення границі функції в точці. 

2. Наведіть приклад функції, яка не має границі в даній точці. 

3. При яких умовах з існування односторонніх границь функції випливає 

існування границі функції? 

4. Чи існує границя ?lim
0 x

x

x
 

5. Сформулюйте правила знаходження границь. 

6. Дайте визначення неперервності функції в точці. 

7. Яка різниця між поняттяям функції і границею функції в точці хо? 

8. Сформулюйте теорему про арифметичні дії над неперервними 

функціями. 

9. Які точки називаються точками розриву функції? 

10. Дайте визначення точок розриву І і ІІ роду. 

11. Визначте в якій точці  функція 
x

x
у   має розрив і якого роду? 

12. Як знайти горизонтальні асимптоти? 

13. Яка асимптота є вертикальною? 

14. Умова існування похилої асимптоти. 



Завдання практичної роботи №1.  Знаходження границь.  

Дослідження функцій на неперервність. Асимптоти 
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1) а) 
124

721266714
lim

2

234

6 



 xx

xxxx

x
; б) 

8

5262
lim

8 



 x

x

x
; 

в) 
32 462

2
lim





 x

x

x
;   г) 

x

tgxx

x





3sin
lim

0
; 

д) 
1

1

2
lim
















x

x x

x
. 

2) а) 
152

10075293
lim

2

234

5 



 xx

xxxx

x
; б) 

7

93123
lim

7 



 x

x

x
; 

в) 
35 4593

8
lim





 x

x

x
;   г) 

1

4sin
lim

20 



 xx e

xx
; 

д)   x
x

x
1

0
12lim 


. 

3) а) 
20

403898
lim

2

234

4 



 xx

xxxx

x
; б) 

6

160244
lim

6 



 x

x

x
; 

в) 
37 148124

7
lim





 x

x

x
;  г) 

arctgx

xxtg

x

sin2
lim

0




; 

д) 
1

7

3
lim
















x

x x

x
. 

4) а) 
158

7266136
lim

2

234

3 



 xx

xxxx

x
; б) 

5

5565
lim

5 



 x

x

x
; 

в) 
36 35155

6
lim





 x

x

x
;  г) xctgxx

x
5sinlim 2

0



; 

д)   1

1

1
23lim 


 x

x
x . 

5) а) 
2

6032312
lim

2

234

2 



 xx

xxxx

x
; б) 

4

132246
lim

4 



 x

x

x
; 

в) 
35 23136

5
lim





 x

x

x
;  г) 

 
x

ex x

x 2sin

13sin
lim

2

3

0




; 

д) 
3

34

24
lim
















x

x x

x
. 

6) а) 
65

3031
lim

2

234

1 



 xx

xxxx

x
; б) 

3

112217
lim

3 



 x

x

x
; 



в) 
34 37177

4
lim





 x

x

x
;  г) 

 13ln

27sin
lim

0 



 x

xtgx

x
; 

д)   2

1

2
3lim 


 x

x
x . 

7) а) 
43

303157
lim

2

234

1 



 xx

xxxx

x
; б) 

2

8088
lim

2 



 x

x

x
; 

в) 
33 28122

3
lim





 x

x

x
;  г) 

 
x

ex x

x sin

12
lim

2

0




; 

д) 
2

3

3
lim
















x

x x

x
. 

8) а) 
6

24092285
lim

2

234

2 



 xx

xxxx

x
; б) 

8

225189
lim

8 



 x

x

x
; 

в) 
32 4884

2
lim





 x

x

x
;   г) 

x

xx

x 7

32sin
lim

0




; 

д)   1

1

1
23lim 


 x

x
x . 

9) а) 
32

48416
lim

2

234

3 



 xx

xxxx

x
; б) 

7

72410
lim

7 



 x

x

x
; 

в) 
38 75255

8
lim





 x

x

x
;  г) 

x

ex x

x 5sin

1
lim

32

0




; 

д) 
3

1

5
lim
















x

x x

x
. 

10) а) 
82

7218172
lim

2

234

4 



 xx

xxxx

x
; б) 

6

1871111
lim

6 



 x

x

x
; 

в) 
31 52124

1
lim





 x

x

x
;   г) 

x

xxtg

x 2

56
lim

0




; 

д)   3

1

3
114lim 


 x

x
x . 

11) а) 
30

36034211918
lim

2

234

5 



 xx

xxxx

x
; б) 

5

2662
lim

5 



 x

x

x
; 

в) 
36 4082

6
lim





 x

x

x
;   г) 

 
xxtg

e x

x sin7

1
lim

22

0




; 

д) 
2

53

43
lim
















x

x x

x
. 

12) а) 
2410

2163642
lim

2

234

6 



 xx

xxxx

x
; б) 

4

129303
lim

4 



 x

x

x
; 



в) 
55 75105

5
lim





 x

x

x
;   г) 

x

xtgx

x 5arcsin

32sin
lim

0




; 

д)   2

1

2
52lim 


 x

x
x . 

13) а) 
42

144108403
lim

2

234

6 



 xx

xxxx

x
; б) 

3

884
lim

3 



 x

x

x
; 

в) 
34 8864

4
lim





 x

x

x
;   г) 

 
xtg

xx

x 7

13ln
lim

20




; 

д) 
2

5

4
lim
















x

x x

x
. 

14) а) 
403

601075913
lim

2

234

5 



 xx

xxxx

x
; б) 

2

795
lim

2 



 x

x

x
; 

в) 
33 14055

3
lim





 x

x

x
;   г) 

x

x
tgarctgx

x 3sin

4

5

lim
20




; 

д)   x
x

x 


 1

1

1
45lim . 

15) а) 
82

4058154
lim

2

234

4 



 xx

xxxx

x
; б) 

8

324366
lim

8 



 x

x

x
; 

в) 
32 96164

2
lim





 x

x

x
;   г) 

xtg

xx

x 5

37arcsin
lim

0




; 

д) 
1

32

42
lim
















x

x x

x
. 

2. Дослідити на неперервність функцію. Знайти асимптоти. 
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